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ABSTRAK 
Secam teori matematika. perhitungan aliran fluida di permukaan bebas dirnensi 
dua tak bcrputar. takmampu mampat. meliputi tidak hanya dalam hal penentuan dari 
fungsi potensial atau fungsi alimn dalam kana) tctapi perlu juga diperhatikan mengenai 
kondisi batas daripada domain penyclcsaian masalah aliran fluida yang akan dibawa 
kcdalam bentuk persamaan integral. Dalam penelitian ini akan diselesaikan model 
matematika dari aliran fluida di permukaan bebas tersebut dengan menggunakan suatu 
metode numerik yang disebut metodc integral batas atau Boundary Integral Technique 
(BIT). Kemudian dari hasil penyelcsaian tersebut akan dipakai dalam memprediksi atau 
menggambarkan bentuk profil dari aliran fluida di permukaan bebas diatas penghalang 
pada suatu kana) yang dipengaruhi olch gravitasi burni dan tegangan permukaan. dengan 
tinggi penghalang non dimcnsi dan Iebar penghalang non dimensi. 
Kata kunci : Mctode Integral Batas, profil fluida di permukaan bebas. 
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BABI 
PENDAHULUAN 
1.1. Latar Belakang 
BABI 
PE!'.'DAHULUAN 
Aliran fluida dalam saluran terbuka (open channel flow) dapat berupa aliran pada 
permukaan bebas. Sistem aliran pada permukaan bebas merupakan sistcm yang sangat 
penting kebcradaannya di bidang hidrodinamika. Pcnyelesaian masalah aliran pada 
permukaan bcbas lebih kompleks dan luas, meliputi klasifikasi aliran yang bcragam. 
penggolongan sifat fluida. dan perilaJ,.-u dari aliran fluida dipermukaan bcbas yang 
dinyatakan dalam bcntuk persamaan difTerensial parsial dimana akan mengalami 
kesu litan dalam mencari analisis umum dari penyelesaian persamaan tersebul. Scbagai 
contoh adalah aliran air yang terjadi diatas dasar kanal sebarang[ l). Berbagai penelitian 
tc lah banyak di lakukan dan dikembangkan untuk menganalisis permasalahan aliran 
pada pcnmtkaan bcbas ini, tcrmasuk didalamnya melode-metode konvensional 
misa lnya dcngan menggunakan metodc beda hingga (finite difference method). mclode 
clcmen hingga (finite element method). dan metode elemen batas (boundary element 
method). 
Didasarl,.an penjclasan diatas, Ielah dikembangkan metode baru yaitu Melode 
Integral Batas atau Boundary lmegral Technique dan temyata dapat diaplikasikan pada 
permasalahan aliran di permukaan bebas tersebut (penelitian Widodo{l4]). Metode 
Integral Balas ini dikembangkan untuk menganalisa aliran air dimcnsi-dua di 
permukaan bebas dalam suaru kana! diatas penghalang bcrbcnluk sebarang. dimana 
sistem alirannya adalah sislem a I iran flu ida ideal yang dipengarubi oleh gravitasi bumi 
dan 1egangan pcrmukaan. Dimana untuk menguji konvergensi dan stabi lilas 
peny·elesaian dari teknik integral batas dari model matemalika aliran tluida tclah 
disusun oleh Moch. Nakif 15 J pada lugas akh ir sebelumnya.. sehingga pada penyusunan 
tuga:. akhir ini a~an diuji model matematika tersebut untuk menggambarkan bentuk 
profil dari a I iran fluida di permukaan be bas. 
Oleh karena Metode Integral Batas tergolong suatu metode yang relatif baru, maka 
perlu dipelajari dan dil..embangkan penerapannya dalam praktek. 
1.2. Permasalahan 
Berkaitan dcngan Jatar belakang diatas, maka dalam penelitian ini akan 
dikembangkan penerapan dari metodc integral batas dengan permasalahan yang timbul 
adalah: 
a. Mcnyu~un model matematika dari aliran fluida di permukaan bebas suatu 
fluida diatas suatu pcnghalang dalam suatu kana! yang dipengaruhi oleh 
gravitasi bumi dan tegangan permukaan. 
b. Bagaimanakah peran metode intC!,'Tal batas dalam menentukan atau 
menggambarkan profit aliran fluida di permukaan bebas diatas suatu 
penghalang dalam suatu kana! yang dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan 
tegangan pennukaan. 
1.3. Pembatasan Masalah 
Dalam rugas akhir ini digunal..an batasan-batasan masalah sebagai berikut: 
I. Sistema I iran yang dimaksud adalah sistem aliran fluida dimensi-dua. 
2. Aliran fluida bcr>ifattakmampu mampat tak berputar, tunak. dan tak kental. 
3. Flu ida yang mengalir adalah air. 
4. Ali ran fuida hanya dipengaruhi oleh gravitasi dan tegangan permukaan. 
5. Bentuk penghalang yang akan dibahas pada penelitian ini diasumsikan pada 
bentuk pcnghalang sebagai berikut : 
2 
• Benruk penghalang melengkung bcrtingkat turun 
Gam bar 1.1. Pcnghalang melcngkung beningkat turon 
Asumsi: 
Kcccpatan ali ran flu ida di hulu dan di hilir adalah unifonn (seragam). 
1.4. Metodc Pcnclitian 
Metode pcnclilian dari tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 
I. Studi litcratur tcntang konscp dasar alirdll fluida di pennukaan bebas. 
2. Mengemhangkan model matematika dari aliran fluida. 
3. Mcrumuskan algoritma BIT untuk mcnyelesaikan model matematika. 
t. Mclakuk(ul ~i rnulasi dcngan program komputer . 
5. Menganali<;a hasil dari simulasi. 
6. Pcnyusunan laporan tugas akhir. 
1.5. J'ujuan dan M11nfaat 
Tujuan dan manfaat dari penulisan tugas akhlr ini adalah: 
I. Tujuan Pcnclitian. 
Adapun tujuan ummn dari penelitian ini adalah menerapkan metodc int('r.ral 
uata:. j)UdH bidung hiurodinamika. tcnllama pada permasalahan aliran fluida di 
permukoru1 bcbHs. ScdangkHn tujuan khusns dari p.:nclitian ini adalah 
mendesaian prolil dari aliran fluida di permukaan bebas diatas suatu penghalang 
dalam suaru kana! yang dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan 
permukaan. 
2. Manfaat Penclitian. 
Hasil dari pcnclitian ini adalah metode penyelesaian altematif dimana 
tingkat akurasinya bagus untuk menyelesaikan permasalahan aliran fluida di 
permukaan be bas. khususnya ali ran fl uida diatas suatu penghalang dalam suatu 
kana! yang dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan permukaan. 
Diharapkan pcncl it ian ini dapat digunakan scbagai bahan refercnsi bagi 
penelitian sela11jutnya yang berkaitan dengan pengembangru1 metode 
penyelesaian numcrik yang sudal1 ada. 
1.6. Sistematika Penelitian 
Dalam l'ugas akhir ini sistematika penulisannya adalah sebagai berikut : 
BAB I PENDAHULUAN 
Bab ini menjelaskan tentang Jatar belakang disusunnya tugas akhir. 
permasalahan. tujuan dan manfaat. batasan masalah. metodologi penelitian dan 
sistematika penulisan. 
BAB II fi:--JJAUAN PUSTAKA 
Bah ini membahas sejumlah teori dan konsep secara umum yang menduk·ung 
dalrun penulisan tugas akhir ini. 
BAB Ill MODEL MATEMATrKA DAR! AL!RAN FLUIDA 
Pada bab ini dibahas pengembangan model matcmatika dHri aliran fluida di 
permukaan bcbas diatas pcnghalang pada suatu kru1al yang dipengaruhi oleh gravi t a~i 
bumi dan tegangan permukaan. Kemudian menyusun prosedur numerik untuk 
penyelcsaian masalah aliran tluida di permukaan bebas tersebut dengan menggunakan 
teknik integral batas. Sclanjutnya adalah menyusun prosedur simulasi pada komputer 
umuk menemukan profil dari ali ran fluida tersebut. 
13AB IV HASlL DAN PEMBAHASAN 
Bab ini mcnjelaskan implementasi dari simulasi komputer umuk menentukan 
profil aliran lluida di permukaan bebas diatas penghalang pada suatu kana! yang 
dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan permukaan. 
BAB V K.ESIMPULAN DAN SARAN 
Pada bab ini disusun kesi111pulan dari hasil penulisan tugas akhir ini discnai 
dengan saran bagi pcnclitian yang lain untuk dapat mengembangkan aplikasi yang 
digunakan. 
BABII 
DASARTEORI 
BAS II 
TINJ AUAN PUST AKA 
2.1. Persamaan Ali ran Fluida di Permukaan Bebas. 
Suatu teknik baru untuk men)elesaikan masalah gelombangperiodik menggunakan 
pcmetaan konfonnal Jangsung pada bidang fisis ke bidang paruh telah ditempkan oleh 
Bloor ( 1978). Transfom1asi yang digunakan adalah transfonnasi Schwartz-Cristhofell 
dan melibatkan peubah Hilbert pada sudut tangensial yang dibentuk oleh pennukaan 
bebas dengan garis horisontal. Hasil pemctaan kedalam bidang paruh tersebut dapat 
diperolch dengan mcnggambarkan aliran bersama dengan kondisi permukaan bebas 
yang sebenarnya. yang mcnghas ilkan pcrsamaan integral differensial non linier dalam 
sudut t<mgensial. Walter dan Street (1964) telah menggunakan teknik Riemwm-Jiilbert. 
dimana daer.1h pcrmukaan bcbas dalam bidang fisis dipetakan kedalarn suatu bidang 
paruh-t. Hal ini mcmbuat gcomctri relatif mudah digunakan untuk mcnyelesaikan 
masalah nilai batas campumn Riemann-Hilbert. Model aliran lluida yang mempelajari 
aliran lluida dibawah pengaruh gravitasi bumi dan tegangan pennukaan melalui batas-
batas kurva linicr dengan mcnentukan teknik Riemann-Hilbert tclah dihasilkan oleh 
Larock dan Street ( 1967) serta Larock ( 1969). Wen dan Wu (1987) telah menggunakan 
tcknik baru dcngan mcnggabungkan penggunaan metode integral bataS. metodc 
Ricmann-llilbcrt. dan tcori pcrsamaan integral singular Muskhclishvilli. Persan1aao 
integral batas diperolch daliun garis aliran yang panjang untuk diambil scbagai variabel 
tak bebas. Suatu metodc iterasi dianjurkan dalam mendapatkan aliran lluida yang 
dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan pennukaan melalui batas-batas kurva 
dengan pcrmukaan bcbas. Teknik pcrsamaan integral juga telah digunakar1 olch Wen. 
[ngham.daJJ Widodo ( 1992) untuk mcnghitung al iran pennukaan be bas diatas 
penghalang bcrbentuk sebarang dalam suatu kanal. Scrta penelitian dari Widodo (2000) 
yang menggunakan metodc integral batas. Secara umum pada suatu aliran dua-dimensi. 
takmampu mampat. dan stedi. berlal-.."1! persamaan aliran fluida di permukaan bebas 
yang telah dibul-.tikan olch Lamb (1932). yaitu sebagai berikut: [61 
a'<D __ ... 
Ox.' 
ol<l> -~, = 0 • - oo < X < oo . 0 < Y < Yr G)• 
dan 
21 {[~Jl + [~Jl} v" v: + gy r = konstan. untuk y r = 
dimana g = gaya gravitasi bumi. dengan syarat batas : 
0<1> = O<b dy r 
fly Ox. dx unluk Yr = y,.(x) 
Yr(X) 
= 0 . pada batas-batas solid dengan vektor normal n 
dimana : <I> adalah keccpatan potensial 
y, = y1(x) adalah pcrsamaan aliran fluida di permukaan bebas. 
(2.1) 
(2.2) 
(2.3) 
(2.4) 
Penyelesaian persamaan (2.1) dan (2.2) dengan syarat batas (2.3) dan (2.4) secara 
matematis mcngalami kcsulitan dan tidak ada analisis umum dari pcnyclesaian 
pcrsarnaan-persarnaan terse but dcngan syarat batas yang belum diketahui. Suatu fungsi 
ali ran boleh dimasukkan ke dalam jcnis gerakan dan hasilnya dalam syarat-syarat yang 
sederhana untuk sistem diatas dalam syarat potensial kompleks yang mana secara 
analitis bagian imajiner adalah konstan pada semua batas solid dan permukaan bcba.~ 
bcrsama dengan pcrsamaan Rcrnoulli diatas. 
2.2. Potensial Kecepatan Kompleks. 
Dalam aliran fluida. daerah penyelesaian adalah riel. pandang koordinat kartesius 
X dan Y masing-masing dalam arah horisontal dan vertikal dengan potential keccpatan 
<I> dan fungsi ali ran 'i'. dan komponcn kecepatan u dan v. Sekarang ada 2 varia bel 
dalan1 potensial kecepatan kompleks yang akan ditransformasikan daer-dh 
penyelesaiannya kc bidang !isis dcngan memasuk.kan suatu variabel kompleks . 
sehingga persamaan yang tcrbcntuk dapat disedcrhanakan. Oleh karena itu variabel 
kompleks Z yang dimaksud dapat didefinisikan : 
7. X + iY (2.5) 
Dat1 potcnsial kcccpatan kompleks : 
K {Z) = CJ) + jqJ (2.6) 
Sekarang variabcl baru K(Z) digunakan bersan1a-sama dengan persam8<Ul Cauchy-
Reimann untuk mendapmkan komponen kecepatan u dan v dalam bentuk kecepatan 
kompleks. Misal K adalah suatu variabel dalam bidang kompleks. kemudian dcngan 
mcnggunakan pcrsamaan (2.5) dan (2.6) didapat : 
OK OK oX ilK 
- - - - - (2.7) oL ox az ox 
dan 
iJK av . iJK -= _ .,._ _ 
az av az av (2.8) 
Jadi dengan mcnggunakan K diperoleh : 
.iJK 
- I (2.9) = az ox f)Y 
Sdanjutnya dengan mcnggunakan pcrsamaan (2.6) , (2. 9), dan persamaan Cauchy-
Reimann dipcroleh : 
8<l> + . iN' 
- l -
oX ax u- iv (2.10) 
dan ini disebut kccepatan kompleks W. Masalah utarna dalam aliran fluida ideal 
dimcnsi dua adalah sulit untuk mcndapatkan potcnsial kompleks dalam bidang-Z. Salah 
satu cara untuk mengarasi masalah ini adalah dengan memctakan bidang-Z pada 
bidang-t untuk mendapatkan potensial kompleks dalam bidang-t. 
Misal potensial kompleks dalam bidang-Z adalah K(Z) dan potential kompleks dalam 
bidang-t adalah ~(t ) . Sclanjutnya pcmetaan dari bidang-t ke bidang-Z didefinisikan 
dcngan: 
z ft Cl(t) (2.11) 
Maka hubungan an tara 2 potcnsial kompleks adalah sebagai bcrikut : 
~( t) K(Cl(t )) (2.12) 
sehingga jika pcmctaan duri bidang-l ke bidang-t dipilih dengan tepat maka dapat 
diperolch potential kompleks dalam bidang-t. sehingga potensial kompleks dalam 
bidang-7. dapat dicari dcngan mcnggunakan persamaan (2.11) dan (2.12). 
2.3. Alir.1o Fluida Potensia l dalam Dimensi Dua 
Diasumsikan bahwa ali ran fluida potensial dimensi dua adalah tak mampu mampat. tak 
bcrputar. Jika sistcm koordinat Z = x + iy dimasukkan dalam bidang fisis dan potensial 
kccepatan kompleks yang didefinisikan K =<l> + i'i' dimana <l> adalah kecepatan 
potensial dan ljl adalah fungsi aliran, maka pcnyelesaian aliran fluida di permukaan 
bcbas digambarkan dengan himpunan pcrsamaan dan syarat batas. Salah satu rumus 
untuk menyelesaikan aliran fluida tak mampu mampat dan tak berputar adalah 
persamaan Laplace : 
(2.13) 
(2.14) 
untuk C<D = 0 . )aitu tidak ada perembesan lluida pada dasar kana! dan pcnnukaan 
on 
bebas. Persamaan 13cmoulli dapat ditcrapkan untuk pennukaan bebas dengan tekanan 
konstan dan ini menghasilkan persamaan sebagai berikut : 
I 
1
2 -l'i7~1 + R Y,. = C 
2 
(2.15) 
(2.16) 
dimana Y, adalah tinggi permukaan bcbas dan C suatu konstanta yang diketahui. 
Dengan mcngubah variabcl (X.Y} dan (ct>,~) masing-masing menjadi variabel tak 
bcbas dan variabcl bebas. scrta menggwtakan invers WJtuk persamaan (2.13) dan 
(2.14). akan mcnjadi per5an1aan scbagai berikut : 
(2.17) 
dan 
(2.1 8) 
Jika didefinisikan U dK dZ dan syarat batas pennukaan bebas. persamaan (2.15) dan 
(2.16) mcnjadi: 
~ IUI 2 + g 3m(Z)=C 
_!_ ldzl l ~g ::Jm(Z) = C 
2 dK 
(2.19) 
(2.20) 
dimana Z(K) = X (<D. 'f') +-iY(<t>. '+') dan 1111 adalah Jaju fluida. Jika teori variabel 
kompleks digunakan maka dalam masalah invers tersebut adalah penting untuk 
mendapatkan fungsi analitik l (K ). Selanjutnya kecepatan fluida kompleks dapat 
ditulis : 
dK 
- ; u - iv ~ U c '9 ; U dZ - (2.21) 
dimana 9 adalab sudut \'Cktor kcccpatan fluida dengan sumbu-X pOsitif. Kcmudian 
dengan logaritma natural dari kecepatan fluida kompleks. yaitu : 
0 ln(dK)= T- iO = t + i0 d7. (2.22) 
dimana 't = ln(U) . 0 = -6 . dan t, fi. dK serta 0 adalah fungsi analitik dalam 
dZ 
domain aliran fluida. Menun1t tcori variabcl kompleks pada batas yang dibcrikan, nilai 
n pada bagian da lam daerah pcnyclcsaian ditentukan oleh nilai r pada bagian dalam 
daerah pcnyelesaian dcngan mengubah persamaan di ffcrensial parsial yang 
mcnggambarkan perlakuan bagian dalam dacrah penyelesaian dan pada batas daerah 
penyclcsaian ke dalam persamaan integral dan kemudian diperoleh pcnyclcsaian 
numerik dari persamaan ini. Andaikata batas daerah pcnyelcsaian terdiri dari dua 
bagian. yaitu pada bagian pcnama untuk batas r, dan 't diketahui. dan bagian yang 
lain untuk batas r1 dengan bagian imajiner 0 diketahui. dimana r = r, v r2 . 
Maka masalah nilai batas campuran digambarkan sebagai bagian riel n yaitu t yang 
diketahui pada bagian batas I ·, dan bagian imajiner 0 diketahui pada bagian batas r 2 • 
Sehingga untuk mcndapatkan pcnyelesaian fungsi analitik 0 dalarn daerah 
penyelesaian dipcrolch : 
9le (0) .. 't = f pada r, (2.23) 
:lm (0) .. ~) = g pada rl (2.24) 
Penyelesaian masalah nilai batas campuran diperoleh dari penyelesaian masalah 
Reimann-llilbcrt. Masalah Reimann-Hilbert adalah untuk mendapatkan suatu fungsi 
yang analitik dalam daerah s• yang dibatasi oleh bentuk sederhana r dan yang 
mcmcnuhi syarat batas pada garis lurus dalam bidang -Z. 
2.4. Transformasi Pada Hidang Parub Bagiao Atas. 
Didcfinisikan suatu transformasi atau pemetaan yang menghubungkan titik 
didalam bidang-xy kedalam bidang uv atau W = u + iv. Persamaan u = u(x,y) dan v r. 
v(x.y) dinamakan pcrsamaan transfonnasi. Dalam hal ini rotasi dari pemetaan bidang-Z 
kc bidang panah-w diputar sejauh sudut e. 
y 
c B A 
a 
0 E F X 
Gambar 2.1 . Bidang-Z dengan panjang pita tak terhingga dan Iebar a 
A 13 c· o· E' ll 
Gombar 2.2. Bidang paruh-W bagian atas 
Dapat ditunjukkan bahwa (dari Gambar (2.1.) dan (2.2.)) pemetaan pada bidang paruh-
W bagian atas dari bidang-bidang pita tak berhingga dengan Iebar sama dengan titik-
titik D. E. dan ~ tcrletak pada sumbu-x dan titik-titik A. B. dan C pada garis )ang 
sejajar dcngan sumbu-x berjarak ) = a pada bidang-Z dengan menggunakan fungsi 
pemetaan: 
!z 
W =e• 
2.5. Masalah Riemann-Hilbert untuk Bidang paruh 
(2.25) 
Didefinisikan interval 11 e (- ""'a,) Y (b, , oo) pada sumbu riel pada bidang 
paruh bagian atas yang ditulis dcngan r, dan interval 77 e (- a.,b,) ditulis dengan rl 
(lihat gambar 2.3). Bagian atas bidang paruh didefinisikan sebagai s• , yang dibatasi 
kurva sederhana tenutup dan mulus r - r, y r2 dalam bidang kompleks. 
Gambar 2.3. Bidang paruh-t 
Masalah batas Riemann-Hilben adalah unruk mendapatkan rumus n. yaitu 
O(t) t(t) + i8{t) (2.26) 
lihat Muskheslisvilli (1953}, yang anal itik pada bagian ataS bidang paruh-t yang 
kontinu sampai kc r dengan nilai batas yang memenuhi persamaan berikut : 
(2.27) 
dimana 11 adalall nilai I pac.la batas I' dan a(TJ). b(l)), C(fl), t +(1J). dan 0 ' (TJ) , dengan : 
(2.28) 
Masalah nilai batas campuran adalah suatu kasus untuk masalah Riemann-Hilbert 
dengan a(TJ) = 0. b{TJ) -1. C(TJ) = g(TJ) dirnana 11 E f2 dan g(T)) adaJah fungsi riel yang 
diketahui dan a(TJ). I. b{l)) = 0 'dan C(TJ) = f{T)) dimana 11E r •. dan f{l]) adalah fungsi 
riel yang diketahui. Sclanjutnya syarat bataS untuk masalah Riemann-Hilbert pada 
bagian atas bidang paruh dinyatakan oleh : 
t(l]) - f (T)). pada r. 
e •(TJ) "' g(l]). pada r2 
(2.29) 
(2.30) 
Sclanjutnya. dianggap penyclcsaian diataS hanya terbatas pada titik a1 dan b1 seperti 
yang diberikan olch Muskheslisvilli ( 1953), jika X(t) adalah penyelesaian homogen 0 
seperti c(11) "' 0 maka pcnyclesaian tak homogen n adalah : 
(2.31) 
Pcnyelesaian homogen X( I) untuk t diambil pada bagian atas bidang paruh adalah : 
(2.32) 
dan saat t mendekati sumbu riel TJ. dari bagian atas bidang paruh nilai X(t) pada sumbu 
riel adalah : 
(2.33) 
(2.34) 
(2.35) 
11 
Gam bar 2.4. Bidang pamh-t 
Dimana x -(t) adalah nilai X(t) pada saat t mendekati sumbu riel pada bagian atas 
bidang paruh-t. Sclanjutnya. dengan mcnsubtitusikan persamaan (2.32). (2.33). (2.34). 
dan (2.35) ke persamaan (2.31) diperoleh pcrsamaan : 
(2.36) 
Dari persamaan (2.36) akan dicari pcnyelesaian dengan b1 adalah tak terbatas (lihat 
gam bar 2.4), yaitu masalah nilai batas: 
'lle{n(ll)} = ·t"(,) = f(11) . untuk a1< 11 
~m{n(ll)} = e · (11) = g(11) • untuk a1>, 
(2.37) 
(2.38) 
Dalam urutan mcndaparkan penyelesaian masalah nila i batas campuran. seperti 
dinyatakan oleh syarat (2.37) dan (2.38), dengan mentransformasikan bidang-t ke 
bidang-r' oleh suatu fungsi pecahan. yaim : 
t' = 
t - a - I 
t - a, + I 
Gambar 2.5. Bidang-t' 
(2.39) 
lni mentransforrnasikan bagian atas bidang paruh dari bidang-t ke bidang·t· dan titik a1 
dan b, (c.o) pada sumbu riel dalam bidang-t ke -l(a1) dan + l(b,) pada sumbu riel dalam 
bidang-r' , lihat gambar (2.5). Masalah ni lai batas yang bersesuaian dinyatakan olch 
syarat (2.29) dan (2.30). Sclanj utnya menj adi masalah nilai batas dengan syarat (2.29) 
dan (2.30). Kemudian menerapkan pcrsamaan (2.31) pada bagian atas bidang paruh 
dari bidang- t' mengha.~ilkan: 
(2.40) 
Pada pcnsutitusian pcrsamaan (2.39) kedalam (2.40)) penyelesaian masalah nilai batas 
campuran diberikan oleh pcrsamaan (2.37) dan persamaan (2.38) ditransfonnasikan 
kedalam pemyataan berikut : 
dimana penyelcsaian homogcn pcrsamaan (2.31) untuk c(TJ) = 0 menggunakan rumus: 
(2.42) 
Dan pada sumbu riel bidang-t nilai X(t) adalah : 
(2.43) 
(2.44) 
Jika bagian imajiner g(T]) pada !l(t) diketahui pada seluruh sumbu riel dan dengan 
mengasumsikan bahwa f{TJ) =C. (C = konstanta). Maka persamaan (2.41) dapat ditulis: 
(2.45) 
Dengan mengambil a 1 --. oo. maka persamaan (2.40) dapat ditulis menjadi: 
I ., ( ) 
O(t) = f g TJ dTJ + C 
1t ~ [TJ-1] (2.46) 
persan1aan (2.46) ini adalah rum us Schwartz ( lihat Muskhelishvill i (1953)). 
BAB III 
PEMODELAN MATEMATIKA 
BAB Ill 
PERUM USAN MA TEMA TIKA 
3.1. Model Fisis Ali ran Fluid a di permukaan bebas pada suatu kana I. 
Pada penelitian ini disclidiki pengaruh gravitaSi dan tegangan permukaan . aliran 
fluida dimcnsi..<Jua. tunak. tal.-kental. tak-mampu-mampat dan tak-berputar di atas 
penghalang dalam saluran. Pada ujung hulu dari penghalang, a! iran seragam dengan laju 
U dan kedalaman Ouida adalah II dan aliran horisontal pada arah sumbu X positif. 
Dengan penghalang dimulai pada X = 0 dan fungsi kurva yang diketahui Y = f(X) 
hingga tinggi pcnghalang I l,n dan pada saat dasar pcrmukaan saluran tetap horisontal. 
Pada pcnelitian ini aliran Ouidanya ditunjukkan pada Gambar 3.1 
y 
.. u,. 2 A' N T M D' 
-
T 
-u..___. II 
-
- j_ -r, I ., 
"'' 
A E B ti ... c F D 
TL I TL2 TL3 
Gambar 3.1. : Bidang fisis untuk aliran di permukaan bebas 
di ataS penghalang dipengaruhl pengaruh gravitasi dan 
tegangan pcrmukaan. 
X 
Dasar dari saluran AB dan CD horisontal, BC adalah suatu fungsi yang diberikan 
dan pcrmukaan be bas lapisan atas adalah A' D'. Pada dasar sa luran. fungsi a! iran 'I' 
dipil ih untuk 'I' = 0, dimana permukaan bebas A '0' diberikan 'I'= Q = HU~ . 
3.2. Model Matematika dari ali ran Flu ida dipermukaan bebas d ipcngaruhi 
gravitasi dan tegangan permukaan. 
Sekarang digunakan persamaan Bernoulli pada permukaan bebas A 'D' (bidang 
fisis [gam bar 3.1 J) untuk pcrmukaan bebas dinamik kondisi batas dan diperoleh : 
a tau 
dimana: 
l.i2 
_ r +gY,-
2 
T 
p 
dS/ dO 
uz 
= gH + ___!._ 
2 
U
2 
T ( dO) U1 
-' + gYr -- - =gil +....!!. 2 p dS 2 
Y r = tinggi pcrmukaan bcbas 
U, • keccpatan fluida pada pcrmukaan 
g = pcrcepatan gravitasi 
lJ" ; kecepatan flu ida di ujung hulu penghalang 
T = tegangan permukaan 
ds = pcrluasan panjang pancaran 
(3.1) 
(3.2) 
d9 ; perubahan sudut yang dibenruk oleh permukaan bebas dengan sumbu-x 
horisontal. 
Untuk memudahkan dalam melakukan analisis. persamaan (3.2) diubah ke dalam 
bentuk persamaan tanpa dimensi yairu scbagai berikut : 
(3.3) 
dengan : 
ur = Ur adalah kcccpatan fluida tak berdimensi di permukaan bebas, (3.4) 
u., 
Yr = 'i.t.. adalah tinggi a I iran tluida tak bcrdimensi di permukaan bebas, (3.5) 
H 
fr = ~ adalah bilangan froude di bagian hulu. 
v&H 
We = J, adalah bilangan Weber. 
fr• 
y ,. (gp: 1 ) adalah tegangan permukaan tak berdimensi. 
(3.6) 
(3.7) 
(3.8) 
s =! adalah panjang kul'\a tak berdimensi baik di perrnukaan bebas maupun di 
H 
dasar kana! (3.9) 
Pada bidang fisis (gambar 3. 1) ditempatkan sistem koordinat Z = x + iy dengan panjang 
AB pada sumbu-x. dimana sumbu-y ukuran vertikal naik dan pusat sumbu sistem 
koordinat adalah titik dimana pcnghalang pada dasar saluran pertama menyimpang dari 
sumbu horizontal. Asumsi di atas mcngikuti teori sebelumnya dari kccepatan potensial 
<I> dan fungsi al i ran '11 sehingga kccepatan potensial kompleks K = <I> ... i 'I' analisisnya 
dalam daerah yang ditempati olch fluida. Selanjutnya untuk penyelesaian masalah ali ran 
fluida di permukaan bcbas digunakan prinsip dasar dari fungsi potential dan fungsi 
aliran Maka dapat didefinisikan K = f{Z). schingga fungsi potential dan fungsi alirannya 
sehubungan dcngan komponcn u dan v dibidang-W adalah dapat ditulis sebagai 
berikut: 
sehingga 
dK ft f(Z) 
dZ 
(3.10) 
(3.11) 
dengan lUI adalah kcccpatan fluida pada beberapa titik dalam daerah aliran fluida, dan 
() mewakili daerah aliran pada titik ini yaitu sudut yang dibuat antara permukaan bebas 
dengan sumbu-X positif. Selar\iutnya persamaan (3.11) diaplikasikan pada aliran fluida 
di pennukaan bcbas dan pada setiap sisi kanan dan sisi kiri dari dibagi dengan U, dan 
kemudian dengan sifat elemcntcr persamaan tersebut dilogaritmakan. diperoleh : 
( 
I dK ) n = In -- "'r- iO U dZ ~ (3.12) 
dengan t =In(~:) dan r.n. ~; adalah fungsi analitik pada bidang-w (Gambar 3.2). 
Sudut dasar dari saluran yang dibuat dcngan sumbu-X positif adalah ~ ditunjukkan 
pada gam bar 3. I. adalah ~ ~ arc~= arctan ( f '( x)). 
Pada bagian ini akan dipetakan bidang fisis aliran fluida dipennukaan bebas pada 
bidang-ro (gam bar 3.2) dengan fungsi pemetaan kompleksnya ro( $,If). Fungsi aliran 
dipennukaan bebas A'!)' pada bidang-Z dipetakan pada garis horisontal A'D' pada 
bidang-w dcngan fungsi alirannya 'II = q. sedangkan untuk didasar saluran fungsi 
alirannya If = 0. 
A 
A 
t(~) 
N 
e-o 
E 
'II= q 
M 
e= ~<TJ> 0=0 y • O 
B c D 
Gambar 3.2. Pemetaan bidang-Z ke bidang-w 
Sclanjutnya. ditransformasikan bidang tak-terbatas yang ada pada dalan1 bidang-
w kc bagian atas bidang paruh-t (Jihat gambar 3.3), dimana t = 11 + i<; . Dengan 
menggunakan transformas i bidang paruh bagian atas diperoleh fungsi pemetaannya : 
0 = 0 
A B 
_,., 
t = -e' 
B' 
s. I] 
:-.J A' 
Gam bar 3.3. Pemetaan bidang-ro ke bidang paruh-t. 
(3.13) 
Masalahnya sekarang adalah bagaimana mengurangi tingkat kesulitan yang ada pada 
bidang- ro ke permasalahan satu-dimensi dalam bidang-t (Gambar 3.3). Selanjutnya 
diaplikasikan masalah Riemann-Hilbert dalam bidang-t untuk mendapatkan masalah 
nilai batas campuran Riemann-Hilbert, dimana keadaan batas pada sumbu riel 11 dari 
bidang-t diberikan oleh : 
• titik AB pada sumbu riel11 < I , 0 = 0 mcrupakan bagian :Jm[n(,)] = 0 (3.14) 
• titik BC pada interval (- 1 <q < t, ). () = j3 mcrupakan bagian ::lm[O(q)] = -13 (3.15) 
• titik CD pada interval (1, <1]<0). merupakan bagian :Jm[n(,)] = 0 (3.16) 
• titik 0' A' pada interval (0< 11< ~). merupakan bagian 9le[0('7 )] = t(TJ) (3.17) 
:vtenurut Muskheslishvilli ( 1953), penyelesaian dari 0 dapat diperolch mclalui 
penyelesaian umum Riemann - llilben, yaitu dalam bentuk : 
(3.18) 
dimana X (I) = J.:i adalah pcnyelesaian homogcn dari 0( t) pada saat bagian riel 
9le(O) , dan bagian imajincr ::lm(rl) sama dengan nol pada sumbu riel 11 · Pada saar t 
mendekati sumbu riel 11 dari bidang paruh bagian atas, nilai dari x· ( t) pada sumbu 
riel 11 disajikan dengan : 
x· (11) =.Fri . 11 < o (3.19) 
x· ( 11) = - i,fi1 .11 > o (3.20> 
Dengan menggunakan nilai utama Cauchy maka bagian riel dan imajiner 
0( llo) masing-masing dapat dinyatakan dengan r( llo) dan 9( llo). Bagian riel r( llo) 
adalah kecepatan flu ida pada dasar saluran AD dan dinyatakan deogan : 
(3.21) 
sedangkan bagian imajincr 9( 11o) adalah sudut yang dibentuk oleh pemlUkaan bebas 
i\'D' dengan garis horizontal dan diberikan oleh: 
(3.22) 
Selanjutnya. ditunjukkan jarak tanpa-dimensi dari dasar pennukaan dan pcnampang 
pennukaan bcbas. Karena itu digunakan syarat batas kinematik dan diperoleh 
persamaan scbagai berikut: 
(3.23) 
yang mana f 1 adalah dasar salur<lll, tennasuk penghalangnya, AD. sedangkan f 2 
adalah pcnampang pennukaan bcbas A ' D'. Kemudian persamaan (3.23) disclcsaikan 
pada batas r , dan r l . dipcrolch: 
lt ~·) ( ) dT] = - e ' u s ds • pada r, 
q 
(3.24) 
1t - ' o(' ) u( ) <111 =--c ' s ds .pada f 2 q (3.25) 
Dari syarat batas pada dasar perairan. didapatkan kecepatan aliran fluida ke arah 
horisontal yang diberikan oleh persamaan : 
d(~(s)} = u(s) 
ds 
(3.26) 
Sehingga kalau Persamaan (3.26) ini diselesaikan diperoleh persamaan sebagai berikut: 
~(s) = ~. + f u(l} d/ 
dengan nilai fungsi potcnsial pada titik E dan N sama dengan ¢E . 
Jika diketahui dari fungsi trigonometri bahwa : 
dy =SinO 
ds 
Olch karena itu. koordinat dari permukaan bebas dapat dinyatakan dengan : 
' 
x(s) = x.v + JcosB(/}1/ 
0 
• y(~) = Ys + J sin B(/ )dl 
" 
dengan x" dan > ~ adalah koordinat dari titik ' 
Persamaan (3.21) dan (3.22) dalam bidang fisis dapat ditulis kembali menjadi: 
f T 1 (/) -=-f,(/) _ c 7i"i[ ( )- ( )j q 1t1 (1)dt, sef1 
,, ... J"lt~l,,, I 'lAs 
(3.27) 
(3.28) 
(3.29) 
(3.30) 
(3.31) 
(3.32) 
O(s) 
T 1 (/) -!4(1) ] 
_ J [tl,\i}[ ( )- ( )t • u1 (1)dl . se r 2 
r, 11, I 'It I 'It s 
(3.33) 
dengan 
... (/) 
'lb(l) = - e pada r, (3.34) 
,.,,/) 
'1,(1) = c ' pada r2 (3.35) 
Dalam Persamaan (3.32) dan (3.33), tr(i) dihitung dengan mengguna.kan Persamaan 
(3.3 ). yailu: 
• .. (1) = Jn[ U~~)] =In[ I+ 2(1-;r) +2We(de )] Fr ds (3.36) 
3.3. Prosedur Numerik 
Dalam menyclcsaikan persamaan (3.27) sampai dengan persamaan (3.33) pada 
pemodelan matematika digunakan prosedur numerik yang sama seperti telah dilakukan 
oleh Widodo ( 1998). dimana langkah-langkah iterasi numerik yang dila.kukan adalah 
sebagai berikut : 
I. Mcmbagi jaringan titik-titik pada dasar saluran r, , dan mengasumsikan suatu 
inisial penampang pcrmukaan bebas rl . 
2. Mengasumsikan inisiallaju fluida, yaitu : 
• u ~ (s) untuk U., pada dasar saluran AB 
• u~(s) untuk U., pada permukaan bebas A'B' 
dengan kcadaan awal n = 0 
3. Laju nuida u; (s} pada pennukaan bebas f 2 dihitung dengan menggunakan 
persamaan : 
1 + 2(1- ,Yr) + 2we(da)] 
Fr- ds 
(3.37) 
dimana : 
r 1 (1) • logaritma daripada kecepatan fluida pada pennukaan bebas yang tak 
bcrdimensi. 
U1 (1) "' kccepatan flu ida pada pennukaan bebas. 
U"' = kccepatan awal daripada nuida 
Yr = tinggi permukaan fluida terhadap dasar salura.n 
Fr = 13ilangan F'roude 
We - Bilangan Weber 
ds = per! uasan panjang pancaran 
d9 - pcrubahan sudut yang dibcntuk oleh pennukaan bebas dengan 
sumbu-x horisontal. 
4. Kemudian kecepatan potential ~· (s} pada f 1 dan f 2 dihitung dengan 
menggunakan persamaan : 
(3.38) 
dimana : 
~(s) = fungsi potensial pada pcnnukaan bebas dan dasar saluran 
9s = fungsi potensial awal pada pennukaan bebas dan dasar saluran 
u(l) - kecepatan flu ida pada permukaan be bas dan dasar saluran. 
5. Mensubtitusikan nilai-n ilai ~' u~ (s), dan ~· (s) ke dalarn ruas kanan 
persamaan (3.32) dan (3.33) diperoleh tafsiran baru, yaitu : 
• u~ · t (s) untuk kcccpatan lluida pada dasar saluran 
• 9""1(s) untuk sudut yang dibentuk oleh permukaan bebas dengan sumbu-x 
horisontal. 
6. Menggunakan persamaan (3.30) dan (3.31) untuk mendapatkan tafsiran baru 
dari pada profil pcrmukaan bebas : 
• 
x(s) = x, - JcosB(t)dt (3.39) 
~ 
dan 
' y(s)= Y .v + JsinB(t)dt (3.40) 
0 
dimana: 
( x(s), y(s)) a koordinat dari pcrmukaan bebas 
Xr; dan YN = koordinat dari titik N. 
0(/) • sudut pcrmukaan bebas 
7. Mengulangi langkah (3) sampai (6) sedemikian hingga kecepatan tluida u"(s) 
dan potensial kcccpatan ~"(s) konvergen pada batas-batas yang telah 
ditentul..an. 
3.4. Prosedur Simulasi pad a komputer dari profil aliran fluida di permukaao 
bebas d iatas penghalaog pada suatu kanal. 
Dalam mengambarkan pro til ali ran fluida di permukaan bebas diatas pcnghalang 
dalam suatu kana! yang dipengaruhi gravitasi dan tegangan permukaan perlu dibuat 
titik-titik pias pada pcrmukaan dasar dan permukaan bebas dengan cara sama, yaitu 
panjang sctiap elemen pada sumbu-x pada kedua batas adalah sama. Pcnempatan titik-
titik pias dibagi dalam lima bagian (l ihat gambar 3.4) yaitu daerah aliran hulu yang 
seragam. daerah aliran hulu tepat pada ujung penghalang. daerah aliran hulu diatas 
penghalang. dan daerah aliran hilir yang seragam. Daerah-daerah tersebut ditandai 
dengan huruf A. c. B. C. F. dan D pada dasar saluran sedemikian hingga masing-
masing A dan D pada aliran hulu dan aliran hilir yang jauh tak berhingga dari 
penghalang. Sedangkan pada pennukaan bebas A • adalah posisi ali ran hulu yang tak 
berhingga dan o· adalah posisi aliran hilir yang tak berhingga dari penghalang. 
Ditentukan sebuah titik misalnya E pada dasar saluran yang mana jaraknya 
berhingga dari titik [3 (dinyatakan B sebagai titik acuan) dan ambil titik N pada 
pennukaan be bas diatas titik E. A limn hilir yang jauh pada pennukaan bebas diambil 
titik M diatas titik F. Untuk dacrah antara E dan F integral yang terbentuk dihitung 
dengan menggunakan tcknik numerik yang telah dijelaskan pada tugas akhir M. 
Naki(2004). Aliran hu lu yang jauh dan dipil ih scbagai posisi awal dari aliran di 
pennukaan bebas dan posisi awal dari dasar saluran, masing-masing mcmpunyai 
koordinat (x'l. I) dan (x~ . 0) dimana : 
x.v = x, = x11 -[(n2 -n, ~~J (3.41) 
untuk x8 = 0 
Didefinisikan koordinat (xr. Yr) pada aliran di pennukaan bebas dan (xb . Yb) pada dasar 
saluran. dimaoa untuk pendiskritisisasian interval dan laju fluida pada dasar saluran dan 
pennukaan bebas masing-masing adalah dsb . dsr . ub • Ur . Pada iterasi yang pertama 
laju tluida tak berdimensi scpanjang pennukaan bebas ( Ur) = I. dan untuk laju Ouida 
tak berdimensi sepanjang dasar saluran ( u b) = I. 
Pendiskritisisasian interval pada pemmkaan bebas dsr sama dengan dsb 
(diskritisasi interval pada dasar sa luran), yaitu : 
(3.42) 
(3.43) 
untuk posisi awaJ iterasi pertama. didefinisikan potential kecepatan pada dasar saluran 
dan pennukaan bebas masing-masing ~IE dan 9,., . Sclanjutnya potential kcccpatan 
antara i-1 dan i pada pennukaan bcbas dan dasar saJuran dihitung dengan menggunakan 
persamaan (3.27) dan aturan trapesium yairu : 
• potential kecepatan pada pcnnukaan bebas yang dinyatakan dengan : 
(3.44) 
• potential keccpatan pada dasar saluran yang dinyatakan dengan : 
(3.45) 
Kemudian t,. dan t b masing-masing adalah posisi pennukaan bebas dan dasar saluran 
dalam bidang-t. Jadi dari pcrsamaan (3.34) dan (3.35) didapatkan : 
tr. = ex{- : <1> 6 ) • i - 1.2.3.. ... n (3.46) 
t bo =-ex{- : cl>bo) . i = 1,2.3, .... n (3.47) 
dimana : n = 2.0 arc sin ( 1.0) dan q = I . 
Oidefinisikan ~ sudut amara dasar saJuran dengan garis horisontal. sehingga untuk 
setiap titik pias pada dasar saluran merupakan p,. 
3.4.1. Koo,·ersi satuan non dimensi dalam Pias 
Bilangan Pias merupakan bi langan non dimensi yang digunakan sebagai indeks pada 
proses iterasi sctiap perhitungan integral batas. Pada penyelcsaian al iran fluida ini 
dibuat titik pias yang scragarn amant titik E sarnpai F dan dinyatakan ukurart11ya 
dengan t!.x . sehingga : 
6x - x, - x~ 
n 
dimana : n = banyaknya pias 
(3.48) 
Antara pias ke-i dan pias kc-(i-1) merupakan Iebar pias. dimana Iebar pias akan 
mcncntukan ketepatan perhitungan yaitu semakin kecil Iebar pias maka semakin tepat 
hasil perhitungan. Lebar pias dapat dihirung dari panjang penghalang dibagi dcngan 
ban}aknya sebaran pias pada daerah tersebut. Untuk memudahkan dalam menggunakan 
bahasa pemrograman. maka pias pada titik E adalah 0. pias pada titik B adalah N I -
(n2-n1), pias pada titik C adalah N2 = n2 dan pias pada titik F adalah N = n. Jika pada 
daerah antara 13 dan C diambil sebaran titik pias sebanyak n1 = 600, pada daerah antara 
E dan C diambil sebaran pi as scbanyak n2 - 720, sehingga pada daerah titik E dan titik 
B diambil sebaran pias sebanyak (n2-n1) = 120, demikian juga pada daerah antara ti tik 
C dan F yang jauh dari penghalang diambil scbaran pias yang sama yaitu sebanyak (n2-
n1) = 120. sehingga banyaknya sebaran pias seluruhnya adalah n = 840. Dalam hal ini 
jika menggunakan bahasa pemrograman maka didapatkan N1 = 600, N2 = 720. N = 840. 
n1 pias 
(n 2 - n,) p1as 
n pias 
Gwnbar 3.4. Diagram titik-titik pias pada dasar salurw1 
Gambar 3.4. mcnunjukkan skema titik-titik pias pada dasar saluran untuk tujuan 
simulasi pada program komputcr yain1 membagi daerah antara titik B dan C dalam n1 
pias dan daerah antara E dan C dalam n 2 pias. Jadi dalam daerah antara E- B dan C-
F tcrdapat (n 2 - n1) pias. 
BABIV 
PEMBAHASAN 
BABlV 
PEMBAHASAN 
Pada bab ini akan dibahas hasil simulasi dari program komputer dimana untuk 
'ariasi dari pengaruh tcgangan perrnukaan ditunjukkan dengan bilangan Weber dan 
terdapatnya bilangan perrnukaan yang mungkin menimbulkan gelombang kapiler. Hasil 
numerik dibentuk dcngan bem1acam-macam bentuk geometri yang berbeda dari dasar 
saluran bila bilangan ~roude ali ran hulu lebih dari satu. Bentuk pcnghalang yang akan 
dibahas pada pcnelitian ini diasumsikan pada bentuk kurva melengkung bertingkat 
turun yang didefin isikan oleh persamaan berikut : 
0 , untuk x < 0 
~[l - eo{ 2~ nJ 
y = _h; [l-co{2~¥)] . untuk /1 < x !> /1 + /2 
(4.1) 
Dimana h, , h 1 , h 1 adalah tinggi tak bcrdimensi penghalang pertama, kedua, ketiga 
dan tl ~ /1 ~ / 2 +I) adalah panjang tak berdimensi penghalang pertanla, kedua, dan ketiga 
(lihat gan1bar 4. I.). 
Bentuk pcnghalang kurva bcrtingkat turun dengan h1 > h2 > h3 
h 
·r 
' h~ ' ' 
' 
' 
' :4 •• I 
' 
'· 
l l ' , 
' 
Gam bar 4.1. Penghalang kurva bertingkat turon 
4.1. Hubungan antara tinggi permukaan bcbas dan Bilangan Froude Hulu 
untuk aliran fluid a pad a hilir dim ana tinggi pcnghalang diberikan. 
Dalam bagian ini digambarkan secara matematis nilai analisis dari aliran fluida 
permukaan bebas ujung hi lir pada saat pengaruh gravitasi bumi dan tegangan 
pcrmukaan diberikan. Dari persamaan Bernoulli (persamaan (3.2)) telah diketahui batas 
permukaan bebas dinamik bcrikut: 
G l -y,) 'W{dEI) u,= ,jl+ -. ' +-Fr· ds 
Dan juga dalam persamaan kontinuitas dipcroleh hubungan : 
(4.2) 
(4.3) 
subtitusikan persamaan (3.114) kedalam persamaan (3. 113) sehingga menjadi : 
I - 11 2(1-yr) 2W (d()) 
- u, = + , + e -
y1 - h ' Fr· ds 
(4.4) 
dan dapat disusun sebagi bcrikut : 
Fr2 , (d()) 
( )2 
= Fr2 + 2(1 - y r) + 2 We Fr· -
Yr - h ds 
(4.5) 
Selanjutnya aliran nuida dipertimbangkan hanya pada ujung hilir. yailu pada saal 
X ~ oo. kemudian sudut pcrmukaan bebas dengan surnbu X positif adalah nol dan 
saat itu ( : ) - 0. Persamaan (3.1 16) dapat disederhanakan menjadi : 
(4.6) 
a tau 
(4.7) 
dapat dilihat pula bahwa untuk diberikan tinggi penghalang tanpa dimensi h dan 
bilanga11 froude hulu (Fr) kemudian tinggi dari permukaan bebas ujung hilir 
penghalang dapat ditentukan dc11gan pcnyelesaian persarnaan y,. pangkat tiga sebagai 
bcrikut : 
3 Fr1 I 2 2 (yr - h) + ---(yr - h) F'r-0 
2 2 
misal P = (yr - h). maka persamaan (4.8) dapat ditulis: 
(4.8) 
(4.9) 
Sebagai contoh untuk bilangan Froude hulu"" 4.0 pada saat diberikan tinggi penghalang 
non dirnensi. misal h 0.5. Maka dapat dicari akar-akar dari persamaan (4.9) yaitu : 
p, = 7.8709. p2 = 1.0748. p) = -0.9457 
Maka dari ketiga akar-akar diatas. diambil akar yang memenuhi persamaan (4.9) yaitu : 
p ~ p2 = 1.0748 
Sehingga dipcrolch tinggi pem1ukaan bcbas unruk Fr = 4.0, h = 0.5 adalah Yr = I ,5748. 
Demikian juga unruk pcnggunaan bilangan Froude hulu yang lain akan dapat dicari 
penyelcsaian secara a11alitik dari tinggi pem1ukaan bebas disaat diberikau tinggi 
penghalang 11011 d i mcnsi. 
4.2. Profil permukaan bebas dcngan Fr = 4.0 dan We = 0.05, We = 0.00 
lmplementasi diawali pada saat fungsi bentuk penghalang didefmisikan oleh 
persamaan (4.1) dan tinggi pcnghalang tanpa dimensi bl=0.5. b2=0.2. b3~0.3. dengan 
variasi untuk bilangan l'roude hulu Fr = 4.0. We= 0.05 dan tanpa tegangan permukaan 
We= 0.0. panjang penghalang tl = 2n. Hasilnya dapat dilibat pada gambar 4.2. 
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Gambar 4.2. Profil permukaan bebas dcngan bilangan Fr=4.0. 
dengan variasi bilangan We=0.05, We=O.OO. 
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Gambar 4.2 menunjukkan perbedaan dari profil permukaan bebas pada saat 
We=0.05 dan tanpa tegangan pcrmukaan We=O.O. untuk bilangan Froude bulu Fr= 4.0. 
Bentuk dari penghalang diberikan oleh persamaan 4.1., tinggi penghalang tanpa 
dimensi h 1 =-0.5. h2=0.2, h3"'0.3. dan panjang penghalang tanpa dimensi tl=2n. Dapat 
dijelaskan bahwa semakin bcsar tcgangan permukaan yru1g diberikWl. maka tinggi 
puncak pennukaan bebas semakin bertamban. Dimana untuk bilangan We~O.OS puncak 
permukaan bebas lebin tinggi daripada tanpa tegangan pennukaan. Gambar diatas 
mcnjelaskan banwa penyclesaian analitik dari persamaan (4.9) memenuhi persamaan 
untuk bilangan rroude hulu - 4.0 dengan tinggi permukaan bebas Yr~ 1.5748. 
4.3. Profil permukaao bcbas den gao Fr = 3.0 dan We = 0.05, We~ 0.00 
Kemudian implementasi yang kedua akan dianalisa pcngaruh pengambilan 
bilangan Weber We=O.OS. We=O.OO. dan tanpa tegangao pennukaan We=O.O, untuk 
bilangan Froude hulu Fr ~ 3.0. Pada saat bentuk saluran didefinisikan olen persamaan 
(4. I) dan tinggi pengnalang tanpa dimensi hl=O.S, n2=0.2, n3=0.3, yang hasilnya 
seperti pada gam bar 4.3 dibawah ini. 
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Gambar 4.3. Profil pcrmukaan bcbas dengao bilangan Fr-3.0, 
dengan variasi bilangan We=0.05, We=O.OO. 
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Gambar 4.3 mcnunjukkan perbandingan dari protil permukaan bebas pada saat 
tcgangan perrnukaan We- 0.05. dan tanpa tegangan permukaan We=O.O diatas 
penghalang dengan panjang tanpa dimcnsi tl = 21t untuk bilangan Froude hulu Fr = 3.0. 
fungsi dari penghalang pada pcrsamaan 4.1 dan tinggi penghalang tanpa dimensi 
hl=O.S. h2=0.2. h3=0.3. Dapat dijelaskan bahwa tegangan permukaan tidak 
berpengaruh pada permukaan bebas ujung hulu tetapi tegangan permukaan berpengaruh 
pada daerah belokan daripada a! iran flu ida tersebut. Garnbar diatas menjelaskan bahwa 
penyelesaian analitik dari persamaan (4.9) memenuhi persamaan untuk bilangan Froude 
hulu = 3.0 dengan tinggi perrnukaan bebas yr= 1.6509. 
4.4. Profit pcrmukaan bcbas dengan We = 0.00 dcngan Yariasi Fr = 3.0 dan 
Fr = 4.0. 
Selanjutnya. implcmentasi yang ketiga akan dianalisis variasi penggunaan dari 
bilangan Froude hulu Fr - 4.0 dan Fr = 3.0 dengan tanpa tegangan permukaan We=O.O. 
pada saat fungsi penghalang didefinisikan oleh persarnaan (4.1) dan tinggi penghalang 
tanpa dimcnsi hI =0.5. h2- 0.2. h3=0.3. panjang penghalang t1 = 21t. Dimana hasilnya 
dapat dilihat pada gambar 4.4. 
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Gam bar 4.4. Pro ill permukaan bebas dengan variasi bilangan Fr=3.0 dan 
Fr = 4.0, dengan bilangan We-:0.00. 
Dari hasil plot garnbar 4.4 dapat dijelaskan bahwa pada saat dimasukkan variasi 
bilangan Fr-"3.0 dan fr-4.0. untuk tanpa tegangan pennuk.aan We-:0.00. Pada saat 
diberikan bilangan Froude hulu dari Fr = 4.0 ke Fr = 3.0 tioggi permuk.aan bebas 
bertarnbah tinggi. 
4.5, Profit permukaan bebas dengan We = 0.00 dan We= 0.05 dengao variasi 
Fr = 3.0 dan Fr = 106• 
Untuk implementasi yang keempat akan dianalisis variasi penggunaan dari bilangan 
Froude hulu Fr .. 3.0 dan Fr • 106 , dcngan tcgangan pemmkaan We = 0.00 dan We = 
0.05. !'ada saat fungsi penghalang didefinisikan oleb persarnaan (4. I), tinggi 
penghalang tanpa d imensi h I =0.5. h2=0.2. h3=0.3. dengan variasi penggunaan panjang 
penghalang tl • 2n. 
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Gambar 4.5. Profil pcrmukaan bebas dengan variasi bilangan F'r=3.0 dan Fr=I06 • 
dengan bilangan We- 0.00 dan We=O.OS 
Selanjutnya. dari gam bar 4.5 dijelaskan bahwa untuk penggunaan bilangan Froude hulu 
Fr = 3.0 dan Fr = lOb dcngan tegangan permukaan We= 0.00 dan We= 0.05 dengan 
panjang penghalang tl = 2n. 1inggi permukaan bebas mengalami perubahan. Dan dapat 
dikatalcan bahwa tinggi pcrmukaan bebas dipengaruhi oleh penggunaan bilangan 
Froude hulu. dimana semakin kecil bilangan Froude yang diberikan maka tinggi 
permukaan bebas semakin benambah. 
BABV 
KESIMPULAN DAN SARAN 
5.1. Kesimpulao 
BABY 
KESIMPULAN DAN SARAN 
Dari penyelcsaian model matcmatika aliran flida di permukaan bebas dengan 
menggunakan metode integral batas diperoleh basil perhitungan numerik dari metodc 
tersebut untuk digunakan dalam memprediksi bentuk profil permukaan bebas dengan 
aliran hulu adalah superkritis. yaitu bilangan Froude hulu lebih dari satu. Dimana 
semakin besar penggunaan bilangan Froude hulu (Fr) yaitu mulai dari Fr = 3.0. Fr • 
4.0, dan Fr ~ I 06• maka tinggi pennukaan bebas semakin berkurang. Sedangkan 
pcngaruh dari penggunaan bilangan Weber (We) yairu pada saat dikenai tegangan 
permukaan dari We = 0.00 ke We = 0.05, hanya timbul gelombang-gelombang kecil 
(gelombang kapi lcr) pada pcrmukaan bebas. Sehingga dapat disimpulkan bahwa 
bilangan Froude (Fr) dan bilangan Weber (We) mempengaruhi mekanisme terjadinya 
perubahan bcnmk prolil aliran fluida di permukaan bebas diatas penghalang kurva 
melenglnmg berting"-atturun pada suatu kanal. 
5.2. Saran 
Metodc integral batas telah dikembangkan untuk memprediksi awal teljadin)'a 
gelombang untuk aliran fluida di permukaan bebas diatas penghalang dalam suatu 
kana) yang dipcngaruhi gravitasi bumi dan tegangan permukaan. Dalam hal ini aliran 
fluida dimensi dua yang tunak. tak kental. tak berputar. dan tak mampu mampat. Oleh 
karena itu untuk ali ran flu ida dimensi tiga dapat dikembangkan lebih lanjut. 
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